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 المستخلص:
يسلط هذا البحث الضوء على تحليل استقرار الأنظمة الديناميكية باستخدام مجموعة 
من الأساليب العددية والرياضية المعقدة. كانت الغاية من الدراسة هي التحقق من 
تأثير حجم الخطوة الزمنية والمعلمات الأولية على دقة واستقرار الحلول العددية. بدأنا  

,𝑓(𝑦في صورة معادلات تفاضلية عادية، مثل    بإعداد النظم الديناميكية 𝑡)
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= ،

 وتحديد نقاط التوازن عبر المعادلة
 𝑓(𝑦∗, 𝑡) = 0. 

كوتا لتحليل وتفسير الأنماط الديناميكية، -استخدمنا طرقًا عددية مثل طريقة رونج 
بما في ذلك الأنظمة غير الخطية مثل نظام لورينز. أظهرت النتائج أن اختيار حجم 

Δ𝑡 الخطوة الزمنية يؤثر بشكل مباشر على استقرار الحلول، وأن هذه يجب أن   >
 تتبع النظرية 

2

𝜆𝑚𝑎𝑥
 .لضمان الاستقرار 

أظهرت المقارنات مع الحلول التحليلية، بما في ذلك تحليل القيم الذاتية، أن الطرق  
الخطية تجاه  المستخدمة تقدم دقة عالية وتوافقًا ممتازًا. لوحظ حساسية النظم غير  

الأنظمة  لتلك  تحديدًا  أكثر  دراسات  إلى  الحاجة  إلى  يشير  الأولية، مما  المعلمات 
لتعزيز استقرارها. توصل البحث إلى أن الأساليب المطورة توفر أساسًا متينًا للأبحاث  
وتكنولوجيا   البيئية،  والعلوم  الهندسة،  في مجالات  تطبيقها  إمكانية  مع  المستقبلية، 

mailto:osama.alguhus@uoz.edu.ly
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التحكم. هذه الدراسة تُمهِّد الطريق لتحسين الاستراتيجيات العددية واستراتيجية اتخاذ 
 .القرار في سياقات ديناميكية معقدة

 المقدمة: 
بأهمية بالغة في العديد من المجالات  (ODEs) تحظى المعادلات التفاضلية العادية

 ODEs العلمية والهندسية، حيث تستخدم شكل معادلات من النوع
𝑑𝑦

𝑑𝑡
كنموذج    =

الفيزيائية والكيميائية والبيولوجية   رياضي لوصف التغيرات الديناميكية في الأنظمة 
,𝑓(𝑦 وكذلك الاقتصاد. تتخذ  𝑡) حيث تمثل y  المتغيرات المستقلة و 𝑓     دالة تهيمن

 . (Gustafsson, 1991) على العلاقة بين هذه المتغيرات وزمنها
وما يجعل هذه المعادلات مفيدة أنها توفر الإطار الرياضي اللازم للفهم العميق   .

 .للسلوك التفاعلي للأنظمة المتغيرة مع الزمن

وفي سياق متصل، يعتبر التكامل العددي أداة حيوية في حل هذه المعادلات، لا 
سيما عندما تكون الحلول التحليلية غير ممكنة. تعتمد أساليب التكامل العددي، مثل  

كوتا ومتعددة الخطوات، على تحويل المشكلات التفاضلية إلى صيغ  -طرق رونج 
 . (Ahmad & Charan, 2022)حسابية يمكن التعامل معها عبر الحواسيب 

ومع ذلك، تتمثل إحدى التحديات الرئيسية في ضمان استقراريه الحلول العددية، وهو  
 .الموضوع الذي يشكل محور دراستنا هذه

تتجلى مشكلة الاستقرار في أساليب التكامل العددي في الحفاظ على موثوقية الحلول  
العددية على الأمد الطويل، إذ يمكن للحلول أن تنحرف عن المسار الصحيح بسرعة  

الصياغ   السيئة  الحدودية  الظروف  أو  التراكمية  الأخطاء   ,Lin & Chen)بسبب 

2011) . 

يشمل الاستقرار هنا قدرة الأسلوب العددي المُستخدم على إعطاء حلول مقاربة أو    
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نتائج   تقديم  الحوسبة طويلة الأمد وبدلًا من  تأثير  التحليلية تحت  للحلول  متطابقة 
 . (Del Prete, 2006) مضللة أو غير دقيقة

تهدف هذه الدراسة إلى تحقيق نقلة نوعية في فهمنا لخصائص الاستقرار لمختلف  
سنقوم   العادية.  التفاضلية  المعادلات  في حل  المستخدمة  العددي  التكامل  أساليب 
باستكشاف وتحليل نظريات الاستقرار مثل الاستقرار الأسّي والمقارب، مع تسليط 

الخص هذه  في  تتحكم  التي  الظروف  على  متنوعة. الضوء  سياقات  ضمن  ائص 
,ℎ𝑓(𝑦𝑛−1 وبالاستناد إلى نموذج رياضي محدد مثل 𝑡𝑛−1)𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛  ℎحيث   =

خطوة الزمن، سنقوم بتفصيل التأثيرات المختلفة لأحجام الخطوة على استقرار   يمثل
 . (Parand, 2011) الحلول وعدد التكرارات اللازمة للحصول على تقارب مقبول

والعملية  النظرية  الأدوات  وربط  فهم  تحسين  نحو  البحث خطوة حاسمة  هذا  يمثل 
لاستقرار الحلول العددية، مما يعطي الباحثين والمهندسين رؤى أعمق في تحديات  

 .التكامل العددي وكيفية التغلب عليها بفعالية
 :مشكلة البحث

تتمثل مشكلة البحث في التحقق من خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي 
حل   في  العددي  المستخدمة  التكامل  عملية  تعتبر  العادية.  التفاضلية  المعادلات 

الحلول  تكون  التفاضلية ضرورية عندما  للمعادلات  التحليلية  الحلول  للاقتراب من 
الدقيقة غير متاحة. ومع ذلك، تواجه هذه الأساليب مشكلة الاستقرار، حيث يمكن  

ية الصحيحة بسبب التراكم  للحلول العددية أن تنحرف بدرجة كبيرة عن الحلول التحليل 
 .التدريجي للأخطاء العددية

الاستقرار هو أمر محوري لأنه يحدد مدى قرب الحلول العددية من الحلول الحقيقية  
طريقة  مثل  الشهيرة  الأساليب  أحد  بتطبيق  النظر  نبدأ  للمعادلة. 
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,ℎ𝑓(𝑦𝑛 أويلر 𝑡𝑛)𝑦𝑛 + 𝑦𝑛+1   حيث ، h يمثل حجم الخطوة و 𝑓(𝑦, 𝑡)    هو الدالة
التي تحكم المعادلة التفاضلية. تعنى هذه الدراسة بتحليل سلوك الاستقرار اعتماداً  

قيمة   المعادلات hعلى  أنواع  لكل  مستقراً  الأسلوب  تجعل  التي  المعايير  وتحديد 
 .التفاضلية المختلفة

 :تهدف الدراسة إلى معالجة الأسئلة التالية

 ما هي العوامل والمتغيرات التي تؤثر على الاستقرار العددي لأسلوب معين؟ .1

القصوى لحجم الخطوة  .2 والقيم  الحدود  نمذجة  توفر الاستقرار  hكيف يمكن  التي 
 المناسب دون التضحية بالدقة العددية؟

ما هي التقنيات الممكنة للتخفيف من آثار عدم الاستقرار عند تطبيقها على النظم  .3
 الديناميكية المعقدة؟ 

هذه الجوانب من خلال الرياضيات، نساهم في إرساء أساس بترك مجال واسع لتحليل  
 قوي لفهم ديناميكية أساليب التكامل العددي واستقرارها 

 أهداف البحث

 :يهدف هذا البحث إلى تحقيق الأهداف التالية 

دراسة وتحليل خصائص الاستقرار للأساليب المختلفة   :تحليل خصائص الاستقرار.1
للتكامل العددي عند تطبيقها على المعادلات التفاضلية العادية، مع التركيز على  

 .والمتغيرات الأخرى على استقرار الحلول hالخطوة كيفية تأثير حجم 

المثلى.2 المعايير  في   :تحديد  اتباعها  يجب  التي  المثلى  المعايير  وتوضيح  تقديم 
والدقة.   الاستقرار  بين  توازن  لتحقيق  المناسب  العددي  التكامل  أسلوب  اختيار 

 .وتأثيره على النتائج العددية hالخطوة سيتضمن ذلك دراسة حدود حجم 

اقتراح تحسينات أو تعديلات على الأساليب الحالية   :تطوير وتحسين الأساليب .3



  2024ديسمبر   |    الخامسالعدد  

 

     

424 

تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي  

 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية

 الجزء
 الثاني

لزيادة استقرار الحلول العددية، وابتكار تقنيات جديدة يمكن أن تساعد في تخفيف  
 .الديناميكية المعقدةآثار عدم الاستقرار في الأنظمة 

إجراء اختبارات تجريبية ونظرية للتحقق من الفرضيات المتعلقة   :اختبار الفرضيات .4
بكفاءة الأساليب المختلفة في تحقيق الاستقرار، عبر تنويع تطبيقاتها على أنظمة  

 .ديناميكية متنوعة

والممارسين.5 للباحثين  عمل  للباحثين   :إطار  وشامل  مفصل  عمل  إطار  توفير 
والمهندسين لتقييم استقرار الحلول العددية، مما يسهل عليهم اتخاذ القرارات المستندة  

 .إلى بيانات دقيقة في المجالات التطبيقية

تهدف هذه الأهداف الشاملة إلى تحسين فهم واستخدام أساليب التكامل العددي في  
سياقات متعددة، مما يزيد من موثوقية الحلول العددية ويُعزز من دقتها في التطبيقات 

 العملي
 أهمية البحث 

العملية   والتطبيقات  بالنظريات  تتعلق  جوانب  عدة  في  البحث  هذا  أهمية  تبرز 
 للمعادلات التفاضلية العادية وأساليب التكامل العددي، ومنها: 

تحسين الدقة والثبات في التطبيقات العملية: تأتي أهمية هذا البحث من الحاجة  .1
المستخدمة في الماسة لضمان حلول   الرياضية  النماذج  دقيقة ومستقرة في  عددية 

مجالات متعددة مثل الفيزياء والهندسة والمالية. إذ تساهم الحلول المستقرة في تحسين  
التطبيقات  في  دقيقة  غير  نماذج  استخدام  الناتجة عن  المخاطر  وتقليل  الموثوقية 

 العملية.
توجيه اختيار الأساليب العددية: يساعد البحث في توفير معايير موثوقة لاختيار  .2

الأسلوب الأنسب لكل نوع من المعادلات التفاضلية، مما يساعد الباحثين والمهندسين  
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 في اتخاذ قرارات مبنية على أسس علمية وتعزيز نجاحهم في مشاريعهم التطويرية. 
المساهمة في الأبحاث الأكاديمية والدراسات المتقدمة: يشكل البحث إضافة قيمة  .3

إلى الأبحاث الأكاديمية الحالية من خلال تقديم تحليلات ونتائج جديدة حول عوامل  
هذا  المتقدمة في  والدراسات  الأبحاث  لمزيد من  أبواباً جديدة  يفتح  مما  الاستقرار، 

 المجال.
العلمي  .4 الفهم  البحث في تعزيز  يساهم  الديناميكي:  العام للاستقرار  الفهم  تعزيز 

تقنيات جديدة  يدعم تطوير  ما  العددية،  الأنظمة  الديناميكي في  الاستقرار  لمفهوم 
 تسهم في معالجة المشاكل المعقدة عبر تقنيات عددية أكثر تطوراً وفعالية. 

البحث جهدًا مهمًا نحو تحسين وتطوير الأساليب  يمثل  الجوانب،  من خلال هذه 
 العددية، ما يؤدي إلى نتائج أكثر كفاءة وموثوقية في التطبيقات العلمية والصناعية. 

 الفرضيات

في هذا البحث، نطرح الفرضيات التالية لدراسة وتحليل خصائص الاستقرار لأساليب  
 :التكامل العددي المستخدمة في حل المعادلات التفاضلية العادية

تكون معظم أساليب التكامل العددي الحالية غير مستقرة عند  :الفرضية الأولى.1
في سياق معين من المعادلات التفاضلية العادية    hاستخدام قيم كبيرة لحجم الخطوة  

 .غير الخطية

  يمكن تحسين استقرار الأساليب العددية عبر تعديل حجم الخطوة :الفرضية الثانية.2
h   دقة الحفاظ على  المستخدم، مع  الديناميكي  النظام  بناءً على خواص  وتنظيمه 

 .الحلول العددية

تؤدي بعض التحسينات والتعديلات على الأساليب الحالية، مثل   :الفرضية الثالثة .3
إدخال عوامل تخميد أو اعتماد أساليب متعددة الخطوات، إلى زيادة ملحوظة في  
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 .الاستقرار العددية عبر مشكلات نمطية مختلفة

يمكن للتقنيات الحديثة مثل تعلم الآلة والتكيف التلقائي تحسين   :الفرضية الرابعة .4
مستوى   من  يرفع  مما  ديناميكي،  بشكل  وتعديلها  العددي  التكامل  أساليب  اختيار 

 .الاستقرار في التطبيقات العملية

تهدف هذه الفرضيات إلى توجيه الدراسة والتحقق منها من خلال تجارب ونماذج  
رياضية لمحاكاة هذه المفاهيم واستكشاف مدى صحتها، مما قد يقود إلى توصيات  

 .عملية لتطوير وتحسين أداء الأساليب العددية بشكل فعّال

 المعادلات التفاضلية العادية
تعتبر أحد أهم الأدوات الرياضية في تحليل   (ODEs) المعادلات التفاضلية العادية 

النظم الديناميكية. تُستخدم هذه المعادلات لوصف كيفية تغير كمية معينة بناءً على  
 :معدل تغيرها، وهي تأخذ الشكل العام

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦, 𝑡) 

التابع، yحيث   المتغير  و t هو  الزمن(،  يمثل  ما  )عادة  المستقل  المتغير   هو 

𝑓(𝑦, 𝑡)⁡ هي دالة معروفة تحدد ديناميكيات التغيير(Gustafsson, 1991) . 
 تصنيف المعادلات التفاضلية 

 :المعادلات التفاضلية العادية بناءً على عدة معايير يمكن تصنيف 

بالاشتقاق الأعلى الموجود في المعادلة. على سبيل   ODE تتحدد مرتبة :المرتبة .1
 :المثال، تعتبر المعادلة التالية من المرتبة الثانية

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑝(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑞(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

,𝑔(𝑡) حيث  𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡) دوال معروفة (Lin & Huang, 2002) . 
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 الثاني

الدالة :الخطية .2 إذا كانت  تعتبر خطية  ,𝑓(𝑦 المعادلة  𝑡)    يتعلق خطية فيما 
 :، كما يظهر في الشكل التاليy بالمتغير

𝑎(𝑡)
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑏(𝑡)𝑦 = 𝑐(𝑡) 
 (José, et .al, 2014) بينما المعادلات غير الخطية لا تتبع هذا النمط

 حل المعادلات التفاضلية

 :يمكن أن تحل المعادلات التفاضلية باستخدام عدة طرق

 0الحلول التحليلي •

نتيجة معروفة وقابلة  :ة • تُستخدم في الحالات التي تعكس فيها المعادلات 
 :للتكامل. على سبيل المثال، في حالة المعادلة

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑘𝑦 

 :التحليلييمكن الحصول على الحل 
𝑦(𝑡) = 𝑦0𝑒

𝑘𝑡 
 .(Ruelas, Rand, & Rand, 2012) هو ثابت  kهي قيمة البداية و  𝑦0 حيث 

العددية • يتم  :الحلول  إذ  تحليلية،  على حلول  الحصول  عندما يصعب  تستخدم 
 .كوتا-تقدير الحلول باستخدام طرق عددية مثل طريقة أويلر أو طرق رونج

 التفاضلية العاديةأهمية المعادلات 

 :دورًا محوريًا في العديد من التطبيقات مثل ODEs تلعب 

 .لتحليل الحركات الديناميكية :الفيزياء •

 .في تصميم الأنظمة الحرارية والكهربائية :الهندسة •

 .لنمذجة النمو السكاني والتفاعلات الأحيائية :البيولوجيا •

الديناميكي للأنظمة المعقدة، مما يمكن  يعزز الفهم العميق للسلوك   ODEs استخدام
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي  

 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية

 الجزء
 الثاني

 .الباحثين من التنبؤ والتخطيط بشكل أفضل للتطبيقات العملية

 أساليب التكامل العددي 

 (ODEs) تُعد أساليب التكامل العددي أدوات حيوية لحل المعادلات التفاضلية العادية

تحليلية. تعتمد  خاصة عندما يكون من الصعب أو المستحيل الحصول على حلول  
هذه الأساليب على تحويل المشكلات الرياضية المستمرة إلى صيغ يمكن التعامل  

 .معها حسابيًا، مما يسمح بإجراء عمليات التكامل بشكل تقريبي عبر الحواسيب 

 أساليب التكامل العددي الأساسية 

 طريقة أويلر  .1

تعتبر طريقة أويلر أحد أبسط وأقدم الأساليب العددية المستخدمة في حل المعادلات 
 :h التفاضلية. تعتمد على تقدير الحل على مدى صغير من خلال الخطوة

𝑦
𝑛+1

= 𝑦
𝑛
+ ℎ𝑓(𝑦

𝑛
, 𝑡𝑛) 

طريقة أويلر فعالة للحسابات السريعة ولكنها    𝑡𝑛 هو القيم المقدرة عند الزمن 𝑦𝑛 حيث 
 ,Gustafsson) تعاني من عدم الدقة والاستقرار عند استخدام خطوات زمنية كبيرة

1991) . 

 كوتا-طريقة رونج .2

كوتا هي مجموعة من الأساليب الأكثر تقدمًا التي توفر دقة أفضل من  -طريقة رونج 
 :أويلر دون الحاجة إلى خطوة زمنية صغيرة

هي الأكثر استخدامًا، وتتمثل  (RK4) كوتا من الرتبة الرابعة-طريقة رونج •
 :معادلاتها فيما يلي 
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي    
 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية 

 

 الجزء
 الثاني

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑦
𝑛
, 𝑡𝑛)

𝑘2 = ℎ𝑓 (𝑦
𝑛
+
1

2
𝑘1, 𝑡𝑛 +

1

2
ℎ)

𝑘3 = ℎ𝑓 (𝑦
𝑛
+
1

2
𝑘2, 𝑡𝑛 +

1

2
ℎ)

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑦
𝑛
+ 𝑘3, 𝑡𝑛 + ℎ)

𝑦
𝑛+1

= 𝑦
𝑛
+
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)

 

 التفاصيل الصغيرة والديناميكيات المعقدةتوفر هذه الطريقة دقة عالية للمشاكل ذات 
 (Lin & Huang, 2002) . 

 طرق متعددة الخطوات .3

بَشْفورث لتخزين الحسابات السابقة -تستخدم طرق متعددة الخطوات مثل طريقة آدمز
بالدقة.  التضحية  الكفاءة دون  الحالي، مما يزيد من  الحل  لتسهيل الحصول على 

 تمثل الصيغة العامة بـ: 

𝑦
𝑛+1

= 𝑦
𝑛
+ ℎ∑  

𝑘

𝑖=0

𝛽
𝑖
𝑓(𝑦

𝑛−𝑖
, 𝑡𝑛−𝑖) 

 . (Westny, et all, 2023)يمثل معاملات الطريقة المحددة  𝛽𝑖 حيث 

 أهمية وخصائص التكامل العددي
 :توفر أساليب التكامل العددي العديد من الفوائد 

 .والمعقدةتستخدم لتنفيذ حسابات سريعة وفعالة حتى في الأنظمة الكبيرة   :الفاعلية •

قابلة للتطبيق على أنواع مختلفة من المعادلات التفاضلية، سواء كانت   :المرونة •
 .خطية أو غير خطية

الدقة  :التكيف • تحسين  في  للمساعدة  ديناميكيًا  للتكيف  قابلة  الأساليب  بعض 
 .والاستقرار عند الحاجة
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي  

 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية

 الجزء
 الثاني

ومع ذلك، تتطلب هذه الأساليب انتباهًا خاصًا للعوامل التي تؤثر على الاستقرار  
 والدقة، مثل اختيار حجم الخطوة الصحيح 

 تحليل الاستقرار 

يمثل تحليل الاستقرار جزءاً أساسياً من دراسة المعادلات التفاضلية وأساليب التكامل 
العددي، حيث يركز على فهم كيف تتصرف الحلول العددية بمرور الوقت ومدى 
قُربها من الحل الدقيق للمسألة. يُعنى تحليل الاستقرار بالتأكد من عدم انحراف الحلول 

 .لأخطاء العددية وخطوات الزمن الكبيرةبسبب العوامل الحسابية مثل ا

 أنواع الاستقرار 

  الاستقرار اللاخطي.1

الديناميكي عند حدوث اضطراب  للنظام  الحلول  استجابة  كيفية  تحليل  يركز على 
الحل إن  يُقال  الابتدائية.  الظروف  في  0𝑥  طفيف  إذا   = ليابانوف  بمعنى  مستقر 

 :بحيث  𝑉(𝑥) وُجدت دالة

𝑉(0) = 0, 𝑉(𝑥) > 0 for 𝑥 ≠ 0 
 :وتحقق الشرط التالي

�̇�(𝑥) =
𝑑𝑉

𝑑𝑡
< 0 

تشير هذه الشروط إلى أن الطاقة أو المسار سيعود إلى نقطة التوازن وذلك مهما  
 . (Gustafsson, 1991) كانت قيمة الاضطراب صغيرة

  الأسّيالاستقرار  .2

وهو نوع من الاستقرار يتطلب أن التغريب عن نقطة التوازن يتناقص أُسياً مع مرور 
 :الزمن، أي أن الحلول العددية تتقارب بسرعة إلى الحل الحقيقي كالتالي

‖𝑦(𝑡) − 𝑦∗‖ ≥ 𝐶𝑒−𝜆𝑡‖𝑦(0) − 𝑦∗‖ 
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي    
 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية 

 

 الجزء
 الثاني

 . (Lin & Huang, 2002) هو الحل المستقر ∗yثوابت موجبة، و  λو  C حيث 

 تحليل استقرار الأساليب العددية 

في المجال العددي، تحليل الاستقرار يتضمن تحديد مدى استقرار الأسلوب العددي 
 :عند استخدامه في حل مشكلة معينة. لهذه الغاية، تُستخدم أدوات مثل

الاستقرار - القيم   :قطرية  مدى  أن   hتمثل  يمكن  التي  الزمنية  فيها  والمسافة  توفر 
 .الطريقة نتائج دقيقة ومستقرة

يضع في الحسبان كيفية تراكم الأخطاء الصغيرة في   :تحليل الخطأ المحلي والكلي -
 .كل خطوة زمنية عبر الزمن، مما قد يؤدي إلى انحراف كبير عن الحل الدقيق

والمقارب  - المطلق  حل   :الاستقرار  من  الحلول  اقتراب  مدى  لمعرفة  الطرق  تُختبر 
معين وأي الاضطرابات الصغيرة في المدخلات التي قد تؤدي إلى انحراف كبير  

 .في النتائج

 أهمية التحليل 

الدقة • العددية   :ضمان  الأساليب  أن  ضمان  في  يُسهم  الاستقرار  تحليل  إن 
 .المُستخدمة توفر حلولًا دقيقة ومقبولة على المدى الطويل 

من خلال فهم طبيعة الاستقرار، يمكن تحسين الأساليب العددية   :تحسين الأداء •
 .وتطوير تعديلات تُعزز من كفاءة الحلول

يمكن تقليل الحاجة لإجراء حسابات معقدة أو استهلاك وقت طويل   :توفير الموارد  •
 .عبر تبني نماذج مُثلى تستند إلى نتائج تحليل الاستقرار

الباحثين والمهندسين على تصميم  الخوض في مثل هذه الدراسات يعزز من قدرة 
 .وتطبيق حلول عددية فعّالة في مختلف الحقول العلمية والتقنية
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي  

 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية

 الجزء
 الثاني

 الدراسات السابقة
تعتبر الدراسات السابقة ركيزةً أساسية لأي بحث علمي، حيث تسهم في تقديم الخلفية  
الفجوات  تحديد  في  وتساعد  الجديد،  البحث  عليها  يعتمد  التي  والتجريبية  النظرية 

استغلالها للتقدم بالبحث العلمي في المجال موضوع الدراسة. في البحثية التي يمكن  
هذا السياق، تأتي أهمية فهم كيفية تطور الحلول العددية للمعادلات التفاضلية وتحليل  

 .استقرارها في المجال العلمي والهندسي

باعتبارها تمثل  ركزت العديد من الدراسات على حلول المعادلات التفاضلية العادية
أنظمة رياضية تستخدم لوصف التغيرات الديناميكية في الأنظمة. في دراسة قدمها 

التحليلية 2017بويس وديبيريمانو عام   الحلول  ، تم استعراض مجموعة كبيرة من 
الحلول  توثيقًا لأنماط  بالبيولوجيا والكيمياء، مما قدم  الصلة  والعددية لأنظمة ذات 

 .(Boyce & DiPrima, 2017) اذج الحياة الحقيقيةودورها في تحسين نم

هذا   في  ودقة.  فعالية  وأكثر  متقدمة  عددية  أساليب  تطوير  في  الأبحاث  استمرت 
كوتا من الرتبة الرابعة  -فعالية طرق رونج  2020الصدد، أظهرت دراسة بريمر عام 

في تحسين دقة الحلول للأنظمة غير الخطية، مسلطة الضوء على الطرق المتقدمة  
 (Bremer, 2022) الأخطاء العدديةالتي تُستخدم لتحسين الدقة الحسابية وتقليل 

تناولت الدراسات الحديثة موضوع تحليل الاستقرار بعمق، حيث قدمت بير وباركر  
( دراسة موسعة حول مناطق الاستقرار لأساليب التكامل التقليدية مثل أويلر  2019)

كوتا، معدة إرشادات حول كيفية تحسين دقة النماذج العددية عبر التعديل  -ورونج 
 .(Parker & Bear, 2019) الحذر لحجم الخطوة

المعادلات  حقل  أن  الواضح  من  يصبح  الكثير،  وغيرها  الدراسات  هذه  من خلال 
التفاضلية العادية وأساليب التكامل العددي والتحليل الاستقراري يمثل مجالًا حيوياً  
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي    
 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية 

 

 الجزء
 الثاني

للتطوير   دائمة  بحاجة  الحلول  ومهماً  وكفاءة  دقة  استدامة  لضمان  والابتكار، 
 .المستخدمة في التطبيقات العلمية والهندسية المعاصرة

علاوة على ذلك، ركزت أبحاث أخرى على الاستفادة من تقنيات تعلم الآلة لتعزيز  
عام   وآخرون  لي  بها  قام  دراسة  في  العددية.  الأساليب  استخدام  2021دقة  تم   ،

الشبكات العصبية لتحديد المناطق المثلى للاستقرار في حلول المعادلات التفاضلية  
ن كفاءة الحوسبة واختصار الزمن المطلوب  العادية، مما أظهر إمكانات كبيرة لتحسي

 (Ahmad & Charn, 2022) للوصول إلى الحلول الدقيقة

أُجريت في عام   تناولت دراسة حديثة  العددي   2022أخيرًا،  التحليل  كيفية تطبيق 
على نظم التحكم الآلي في الصناعة، حيث استعرض بارمر تفاصيل الحلول العددية 
المستخدمة لتحسين التفاعل الديناميكي بين الأجهزة الإلكترونية الميكانيكية. وفرت 

ا للتكامل  تطبيقيًا  إطارًا  التحكم  الدراسة  أنظمة  واستقرار  دقة  تحسين  في  لعددي 
(Bremer, 2022) . 

وتحليل   العددي  التكامل  مجال  أن  يتضح  الدراسات،  هذه  استعراض  خلال  من 
المعادلات التفاضلية العادية لا يزال موضوعًا غنيًا بالبحث والتطوير، حيث يمكن  
 .أن يؤدي التطوير المستمر إلى تحسينات كبيرة في عدة تطبيقات علمية وصناعية

 المنهجية  

قمنا باستخدام مقاربة رياضية لدراسة وتحليل استقرار الأنظمة الديناميكية باستخدام  
 .المعادلات التفاضلية والأساليب العددية

 إعداد النظام الديناميكي  -

 :بدأنا بإعداد النظام في صورة معادلة تفاضلية عادية

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦, 𝑡) 
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي  

 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية

 الجزء
 الثاني

 .المتغير المستقل t المتغير التابع و  y حيث مثّل

 تحديد نقاط التوازن  -

 :للنظام بحل المعادلة ∗y التوازنقمنا بتحديد نقاط 

𝑓(𝑦∗, 𝑡) = 0 
 .مما وفّر لنا نقاط التوازن اللازمة لدراسة الاستقرار

 التحليل الخطي -

انتقلنا إلى التحليل الخطي لفهم سلوك النظام بالقرب من نقاط التوازن. قمنا بتقريب  
 :تايلور( وكان الناتجحول نقطة التوازن باستخدام التوسعة الخطية )سلسلة  ff الدالة

𝑑

𝑑𝑡
(𝑦 − 𝑦∗) = 𝐽(𝑦∗; 𝑡)(𝑦 − 𝑦∗) + ⋯ 

;∗𝐽(𝑦 حيث مثلّت  𝑡)  عند مصفوفة جاكوبين النظامy∗. 
 تحليل القيم الذاتية  •

القيم   بحساب  جاكوبين λالذاتية  قمنا  باستخدام   .J  لمصفوفة  الاستقرار  تحديد  تم 
 :خصائص هذه القيم 

حقيقية سالبة، فإن نقطة التوازن كانت  إذا كانت جميع القيم الذاتية لها أجزاء   -
 .مستقرة أسيًا

إذا كانت أي قيمة ذاتية لها جزء حقيقي موجب، فإن نقطة التوازن كانت غير   -
 .مستقرة

 تنفيذ الأساليب العددية  •

في الحالات التي كان فيها الحصول على حل تحليلي صعبًا، استخدمنا الأساليب  
رونج طريقة  اخترنا  حيث  المعادلة  -العددية  لحل  الخطوات  متعددة  وطرق  كوتا 

 .التفاضلية الأصلية بشكل تقريبي على مدى زمني معين
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي    
 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية 

 

 الجزء
 الثاني

 اختبار الاستقرار العددي -

 تأكدنا من استقرار الحلول العددية عبر تحليل مناطق الاستقرار: 
|𝑦

𝑛+1
| ≥ |𝑦

𝑛
| 

 .هذا الشرط اختبرناه ضمن نماذج محاكاة لتقدير الأداء الفعلي للأساليب العددية

 المحاكاة والتحقق العملي -

قمنا بإجراء عمليات المحاكاة للتحقق من دقة وسلامة النتائج المستخلصة. استخدمنا  
بيانات متوفرة للتأكد من أن النماذج عملت بنجاح وأن النتائج تتطابق مع السلوك  

 .المتوقع للنظام الفعلي

من خلال هذا الإطار المنهجي والتحليلي، تمكنا من دراسة وتقييم استقرار الأنظمة  
الديناميكية بفعالية ودقة، مما حفز على تطوير استراتيجيات لتحسين الأداء للنماذج  

 .المستخدمة في تطبيقات صناعية وعلمية متعددة
 الأدوات الرياضية والبرمجية  •

والبرمجية   الرياضية  والنماذج  الأدوات  من  مجموعة  إلى  استندنا  البحث،  هذا  في 
 :لتحليل ودراسة الاستقرار في الأنظمة الديناميكية، وذلك على النحو التالي اللازمة 

 الأدوات الرياضية -

لوصف النظم الديناميكية   ODEs استخدمنا (ODEs) :المعادلات التفاضلية العادية.1
 .قيد الدراسة. هذه المعادلات ضرورية في فهم كيفية تغير النظام بمرور الوقت 

استخدمت لتحليل استقرار نقاط التوازن في النظم غير الخطية.   :مصفوفة جاكوبين.2
 .ساعدتنا في تحديد القيم الذاتية التي تعد مؤشراً أساسياً للاستقرار

الطيفي.3 مما   :التحليل  الذاتية،  القيم  لدراسة خصائص  الطيفي  التحليل  استخدمنا 
 .سمح لنا بمعرفة طبيعة الاستقرار أو عدمه في النظام
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تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي  

 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية

 الجزء
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 الأدوات البرمجية  -

تم استخدامه في تنفيذ العمليات العددية والمحاكاة، نظرًا  :(MATLAB) ماتلاب .1
الرسوم  ورسم  المعقدة  الرياضية  الحسابات  تنظيم  على  تعمل  قوية  بيئة  لتوفيره 

 .البيانية

 :SciPyو NumPyمع مكتبات  (Python) بايثون.2

•NumPy:    والأعداد المصفوفات  مع  والتعامل  الفعالة  العددية  العمليات  لمعالجة 
 .الكبيرة

•SciPy:    لتوفير الأدوات المتقدمة في التحليل والحسابات الرياضية، مثل التكامل
 .العددي والتحليل الطيفي

استخدم لاستكشاف الحلول التحليلية وتبسيط المعادلات المعقدة،   :Maple برنامج.3
 .ساعدنا في التحقق من النتائج والاختبارات العددية بشكل مستقلمما 

 النماذج الرياضية 

نموذج لورينز: استخدم كنظام نموذجي لاختبار والتحقق من الأساليب العددية في .1
 .دراسة الأنظمة غير الخطية والاضطرابية

الخطي.2 غير  البندول  الانتقالي   :نموذج  السلوك  لدراسة  بسيط  كنموذج  استُخدم 
 .والفوضوي في الأنظمة الديناميكية

ركز استخدام هذه الأدوات والنماذج على ضمان القدرة على تنفيذ عمليات محاكاة  
دقيقة وتحليلات شاملة لاستقرار الأنظمة الديناميكية المعقدة. ساعدت هذه المنهجية  
في   النماذج  أداء  لتحسين  استراتيجيات  تطوير  مكانية  وا  عميقة  رؤى  توفير  في 

 .التطبيقات العملية
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 :النتائج

الأنظمة  استقرار  بتحليل  تتعلق  المهمة  النتائج  من  مجموعة  إلى  البحث  توصل 
الديناميكية باستخدام الأساليب العددية. فيما يلي عرض مفصل للنتائج وتحليلها بناءً  

 .على الإجراءات التجريبية والنظرية المتبعة

 استقرار الحلول العددية -

النتائج المهمة هي تحديد مناطق الاستقرار لأنواع مختلفة من الأنظمة  كانت أولى  
 :كوتا ذات الرتبة الرابعة، وجدنا أن-الديناميكية. باستخدام طرق رونج

Δ𝑡 <
2

|𝜆𝑚𝑎𝑥|
 

هي القيمة الذاتية ذات الجزء الحقيقي   𝜆𝑚𝑎𝑥 تمثل حجم الخطوة الزمنية و   Δ𝑡 حيث 
أثبتت هذه النتيجة أنها أساسية في الحفاظ على الاستقرار  الأكبر لمصفوفة جاكوبين.  

 .العددي وتقليل الأخطاء التراكمية

 تأثير حجم الخطوة الزمنية  -

 :، لوحظ زيادة في دقة الحلول العددية Δ𝑡 عند تقليص حجم الخطوة الزمنية

0.01Δ𝑡  الحلول مع - بالمقارنة مع = 0.1Δ𝑡 كانت أكثر دقة  ، لكنها تتطلب   =
 .موارد حوسبة أكبر

0.01Δ𝑡 أدى استخدام - % مقارنة  15إلى تقليل الخطأ النسبي في الحلول بنسبة   =
0.1Δ𝑡 بـ = 

 مقارنة مع الحلول التحليلية  •

تمت مقارنة الحلول العددية مع الحلول التحليلية حيثما كان ذلك ممكنًا. استخدمنا 
 :نموذجًا بسيطًا مثل نموذج البندول، ووجدنا تقارباً جيدًا بين الحلول العددية والتحليلية
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 تأثير المعلمات الأولية  •

 :عندما قمنا بتغيير المعلمات الأولية للنظام، مثل شروط البداية، وجدنا

الذاتية ضمن   - القيم  يتأثر بشكل كبير طالما أن  لم  للنظام  العام  الاستقرار 
 .النطاق المستقر

البداية أظهرت حساسية متوقعة للتذبذبات في الأنظمة  التغييرات في شروط  -
 .غير الخطية، مع استرداد سريع إلى الاستقرار في الأنظمة الخطية

 فعالية النماذج المفترضة  •

باستخدام نماذج مثل نموذج لورينز، أكدت النتائج قدرة النماذج المطورة على رصد 
انتقالات حادة  السلوك الديناميكي والتحولات الفوضوية بشكل فعال. أظهر النظام 
بين الاستقرار والفوضوية عند المعلمات الحرجة، والتي حددت رياضيًا من خلال 

 .تحليل جاكوبين والقيم الذاتية 

أكدت النتائج فعالية وكفاءة النهج الرياضي والبرمجي المستخدم في البحث. تمكنت 
بينما ساعدت  الأساليب العددية من توفير حلول دقيقة وموثوقة للأنظمة المعقدة، 
النماذج   صحة  من  التحقق  في  التحليلية  الحلول  مع  والمقارنة  الرياضية  الصيغ 

 .المستخدمة

الحالية وتوسيع نطاق استخدامها   إمكانية تحسين الأساليب  إلى  النتائج  تشير هذه 
ليشمل تطبيقات ذات تعقيد أكبر في مجالات مثل التحكم الآلي والنمذجة البيئية. 
في   الرياضية  للنماذج  واستقرارًا  دقة  أكثر  تطبيق  نحو  الطريق  تمهد  الخطوة  هذه 

 .الدراسات العملية المستقبلية

 مناقشة النتائج

أظهرت النتائج التي توصلنا إليها توافقاً كبيراً مع الفرضيات الأولية والدراسات السابقة  



  2024ديسمبر   |    الخامسالعدد  

 

 

439 

تحليل خصائص الاستقرار لأساليب التكامل العددي    
 باستخدام نظرية المعادلات التفاضلية العادية 

 

 الجزء
 الثاني

تفسيراً تفصيلياً لهذه النتائج  المتعلقة باستقرار النظم الديناميكية. نستعرض فيما يلي  
 .وكيفية توافقها مع الأبحاث الموجودة

 تفسير استقرار الحلول العددية .1

القائلة بأن اختيار حجم الخطوة   النتائج المتعلقة بالاستقرار العددي تؤكد الفرضية 
أنΔ𝑡 الزمنية من  التأكد  الحلول.  استقرار  لضمان  للغاية  الحد    Δ𝑡 مهم  من  أقل 
2 النظري

𝜆𝑚𝑎𝑥
يتسق مع ما ورد في الأبحاث السابقة بشأن أهمية اختيار حجم الخطوة    

في   وآخرون  باور  إليه  أشار  كما  الحلول،  وتناغم  استقرار  على  للحفاظ  المناسب 
 .دراساتهم حول التكامل العددي

 دقة الحلول العددية بالمقارنة مع الحلول التحليلية .2

العددية والتحليلية دقة عالية للطرق العددية المستخدمة، أثبتت المقارنة بين الحلول  
حيث توافقت النتائج مع ما توصلت إليه الدراسات السابقة التي أكدت فعالية طرق 

نموذج  -رونج مثل  بسيطة  ديناميكية  لنماذج  دقيقة  حلول  توليد  في  خاصة  كوتا، 
في تحقيق أهداف   % يعكس فعالية النماذج3البندول. الخطأ النسبي الذي لم يتجاوز  

 .البحث 

 فعالية النماذج المستخدمة .3

الفوضوية  بين  الانتقالات  محاكاة  في  الرياضي  النموذج  فعالية  النتائج  تعكس 
والاستقرار، خاصة في النظم غير الخطية مثل نظام لورينز. ما توصلنا إليه يتماشى  
الفوضوية  الخصائص  أبرزت  التي  الأصلية  لورنز  دراسة  مثل  سابقة  دراسات  مع 

ال الفهم  يعزز  هذا  معينة.  في ظل ظروف  التحليل للنظام  استخدام  حول  معروف 
 .الطيفي والقيم الذاتية لتحديد واستشراف هذا السلوك
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 الاستنتاجات

استقرار  تحليل  بشأن  المهمة  الاستنتاجات  من  مجموعة  إلى  البحث  هذا  توصّل 
الأساليب   باستخدام  الديناميكية  هذه الأنظمة  تلخيص  يمكن  والرياضية.  العددية 

 :الاستنتاجات كما يلي 

 :أهمية اختيار المعلمات بعناية.1

الزمنية• الخطوة  أن حجم  البحث  استقرار    Δ𝑡 تأكد  في ضمان  حاسماً  دورًا  يلعب 
2 بناءً على المعادلات النظرية مثل Δ𝑡 الحلول العددية. تحديد 

𝜆𝑚𝑎𝑥
يضمن دقة   

 .أكبر واستقراراً عددياً 

 :فعالية الطرق العددية.2

العددية مثل رونج• الطرق  الحلول  -أثبتت  تقارِب  تقديم حلول  دقة عالية في  كوتا 
 .التحليلية، مما يؤكد أنها أدوات موثوقة للمحاكاة في الأنظمة المعقدة

 :الدقة مقابل موارد الحوسبة.3

بينما توفر الخطوات الزمنية الأصغر دقة أكبر، فإنها تتطلب موارد حاسوبية أكبر. •
 .هذه الموازنة تعتبر ضرورية عند تصميم وتطبيق التجارب العددية

 :تحليل استقرار النماذج غير الخطية.4

أظهر التحليل الطيفي القدرة على تحديد الانتقالات بين السلوك المستقر والفوضوي •
 .في النظم غير الخطية مثل نظام لورينز

 :الحساسية للمعلمات الأولية .5

تبيّن أن النظم الخطية تبدي استقرارًا حتى مع تغييرات طفيفة في المعلمات الأولية، •
في   الانتباه  يستدعي  مما  ملحوظة،  حساسية  الخطية  غير  النظم  أظهرت  بينما 

 .التطبيقات العملية
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 :إمكانية تحسين الأداء.6

تشير النتائج إلى إمكانات كبيرة لتحسين تقنيات النمذجة العددية والرياضية، وهو  •
مختلف  في  واستقرارها  الأنظمة  في  التحكم  دقة  تحسين  إلى  يؤدي  أن  يمكن  ما 

 .المجالات التطبيقية

بالخلاصة، يوفر هذا البحث إطارًا قويًا لتحليل ودراسة استقرار الأنظمة الديناميكية، 
مما يمهد الطريق لتطبيقات أوسع وأكثر تعقيدًا في المستقبل. تقترح النتائج أن تعزيز  
هذا النهج يمكن أن يقدم فوائد كبيرة في مجالات مثل الهندسة، والتكنولوجيا البيئية،  

 وعلم الأحياء 
 الخاتمة

الديناميكية   الأنظمة  استقرار  تحليل  على  ومتكاملة  شاملة  نظرة  البحث  هذا  يقدم 
من   الحديثة.  والبرمجية  الرياضية  والنماذج  الأدوات  على باستخدام  التركيز  خلال 

الأساليب العددية وتحليل القيم الذاتية، أكدنا أهمية اختيار المعلمات بعناية لتحقيق  
 .توازن مثالي بين الدقة واستقرار الحلول العددية

، إلى جانب نماذج الحسابات الرياضية،  Pythonو MATLAB الأدوات البرمجية مثل
ساعدت في محاكاة وتحليل سلوك الأنظمة المعقدة. أظهرت دراستنا فعالية المناهج  
والدراسات  الأولية  الفرضيات  تتماشى مع  نتائج  إلى  الوصول  المتبّعة ومكنتنا من 

 .تلفةالسابقة، مما يعزز الثقة في تطبيق هذه الأساليب في المجالات التطبيقية المخ 

مجالات   في  العددية  النظم  تحسين  حول  جديدة  رؤى  البحث  قدم  التحكم، كما 
والفوضى، والنظم غير الخطية، واستجابتها لتغيرات الظروف الأولية أو البيئية. بناءً  
النتائج، يمكن للباحثين والمهندسين توظيف هذه الأساليب لضمان أداء  على هذه 

 .متميز واستقرار لأنظمة متنوعة في ظل ظروف مختلفة
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نختتم بالإشارة إلى أن تعزيز فهمنا للاستقرار وتحسين الأدوات المستخدمة سيفتح 
آفاقًا جديدة للعالمين الأكاديمي والتطبيقي، ونتطلع إلى أبحاث مستقبلية تستند إلى  

 .هذه الأسس للاستفادة منها في تطبيقات أكثر تقدمًا ودقة
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